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Contexte

Travail à ses débuts
Une observation, pas vraiment de résultats

Exposé basé sur des discussions avec
G. Melquiond, F. Johansson et P. Zimmermann

Les techniques d'analyse d'erreur sont classiques
L'utilisation de séries génératrices, moins (?)



Un exemple jouet [Boldo 2009]

cn+1=2 cn¡ cn¡1 (c0= �( /1 3); c¡1=0)

Intervalles Flottants
n= 0 [0.3333333333333333� 1.49e¡ 17] 0.333333333333333

5 [2.00000000000000� 3.78e¡ 15] 2.00000000000000
10 [3.666666666667� 5.74e¡ 13] 3.66666666666667
15 [5.3333333333� 5.29e¡ 11] 5.33333333333334
20 [7.00000000� 1.60e¡ 9] 7.00000000000001
25 [8.666667� 4.65e¡ 7] 8.66666666666668
30 [10.3333� 4.41e¡ 5] 10.3333333333333
35 [12.000� 8.82e¡ 4] 12.0000000000000
40 [1.4e+ 1� 0.406] 13.6666666666667
45 [� 21.3] 15.3333333333334
50 [� 5.04e+ 2] 17.000000000000
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(Note : c'est à peu près ce que fait l'arithmétique d'intervalles.)
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Séries génératrices

(an)n2Z  ! a(z)=
X

n=¡1

1

anzn

�n+1=2 �n¡ �n¡1+ "n

⬇ P
n
�zn

z¡1 �(z)= 2 �(z)¡ z �(z)+ "(z)

�(z)=
z

(1¡ z)2
"(z)

I Formules (produit, composée, ...)

I Méthodes analytiques

I Extraction de coe�cients

I Asymptotique

I Séries majorantes

I Calcul e�cace

I ...

z
X
n

an zn=
X
n

an¡1zn



Séries majorantes

On note f� f̂ lorsque 8n; jfnj6 f̂n.
(f(z)=P

n
fn zn, f̂(z)=

P
n
f̂n zn)

�(z)=
z

(1¡ z)2
"(z) I "(z)=

X
n

"n zn� u

1¡ z

� u z

(1¡ z)3
I z

(1¡ z)2
� 0

j�nj6
n (n¡ 1)

2
u

I si f(z)� f̂(z) et g(z)� ĝ(z),

f(z)g(z)� f̂(z) ĝ(z)

������[zn]¡f(z)g(z)�������= ������ X
i+j=n

figj

������6 X
i+j=n

f̂i ĝj=[z
n]

¡
f̂(z) ĝ(z)

�
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f(z)g(z)� f̂(z) ĝ(z)
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Polynômes de Legendre

(n+1)Pn+1(x)= (2n+1) x Pn(x)¡nPn¡1(x)

x= �(17/18)
Intervalles Flottants

n= 0 1.000000000000000 1.00000000000000
10 [¡0.386103889710� 3.61e¡ 13] ¡0.386103889709935
20 [ 0.29953942� 5.12e¡ 9] 0.299539415843941
30 [¡0.25184� 7.04e¡ 6] ¡0.251843502730021
40 [ 0.2� 0.0280] 0.214139934045693
50 [� 56.2] ¡0.179433059907698
60 [� 2.31e+5] 0.145569066400857
70 [� 9.66e+8] ¡0.112028696044130
80 [� 4.09e+ 12] 0.0789787135424488
90 [� 1.74e+ 16] ¡0.0469035940021142

100 [� 7.45e+ 19] 0.0164295146084927



Polynômes de Legendre [Johansson & M. 2018]

pn+1=
1

n+1

�
(2n+1) x pn¡npn¡1

�
x �xé, pn=Pn(x)

p~n+1=
1

n+1

�
(2n+1) x p~n¡np~n¡1

�
+ "n+1 j"nj6 3u (FxP)

�n=p~n¡pn (n+1) �n+1=(2n+1)x �n¡n�n¡1+(n+1) "n+1

(1¡ 2 x z+ z2) �0(z)= z (x¡ z) �(z)+ "0(z)

�(z)=
1

1¡ 2 x z+ z2
p

Z
0

z "0(z)

1¡ 2 x z+ z2
p

z
X
n

an zn=
X
n

an¡1zn
d

dz

�X
n

fn zn
�
=

X
n

(n+1)fn+1z
n



Majoration de la solution

�(z)=
1

1¡ 2 x z+ z2
p

Z
0

z "0(z)

1¡ 2 x z+ z2
p "(z)� 3u

1¡ z

�(z)� 1

1¡ z

Z
3u

(1¡ z)2
1

1¡ z
=
3

2

1

(1¡ z)3
u

I 1

1¡ 2 x z+ z2
p =

1

(1¡ ei�z) (1¡ e¡i�z)
p x= cos�

I or 1

1¡ e�i�z
p � 1

1¡ z
p par composition de 1

1¡ z
p 2R+[[z]] et ei� z

I donc 1

1¡ 2 x z+ z2
p � 1

1¡ z

(En fait 1

1¡ 2 x z+ z2
p =

X
n

Pn(x) z
n, et il est classique que jPn(x)j6 1.)
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Équations majorantes

Lemme [Cauchy ?]

Soient â(z); b̂(z)2R+[[z]] avec â(0)=0. Suppons y2R+[[z]] t.q.

y(z)� â(z)y(z)+ b̂(z):

Alors y(z) est bornée par la solution de ŷ(z)= â(z) ŷ(z)+ b̂(z), i.e.,

y(z)� ŷ(z)=
b̂(z)

1¡ â(z)
:

Preuve. I y06 b̂0= ŷ0

I yn6
X
i=0

n

ân¡iyi+ b̂n
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Alors y(z) est bornée par la solution de ŷ(z)= â(z) ŷ(z)+ b̂(z), i.e.,

y(z)� ŷ(z)=
b̂(z)

1¡ â(z)
:

Preuve. I y06 b̂0= ŷ0

I yn6
X
i=1

n

ân¡iyi+ b̂n



Équations majorantes

Lemme [Cauchy ?]

Soient â(z); b̂(z)2R+[[z]] avec â(0)=0. Suppons y2R+[[z]] t.q.

y(z)� â(z)y(z)+ b̂(z):

Alors y(z) est bornée par la solution de ŷ(z)= â(z) ŷ(z)+ b̂(z), i.e.,

y(z)� ŷ(z)=
b̂(z)

1¡ â(z)
:

Preuve. I y06 b̂0= ŷ0

I yn6
X
i=1

n

ân¡iyi+ b̂n6
X
i=1

n

ân¡i ŷi+ b̂n= ŷn



Borne sur l'erreur en �ottants

�(z)� z (2+ z)u

(1¡ z)2||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
â(z)

�(z)+
ĉ(z)u

(1¡ z)2||||||||||||||||||||||||||||||||||||| |{z}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} }
b̂(z)

c(z)=
c0

(1¡ z)2

� jc0j
(1¡ z)2

�(z) � b̂(z)

1¡ â(z)

=
ĉ(z)u

1¡ 2 (1+u) z+(1¡u) z2

=
ĉ(z)u

(1¡� z) (1¡�¡1 z)

�=1+ 3u
p

+O(u)

�6 1+2 u
p

pour u6 0.008

� jc0ju
(1¡� z)4

¡! j�nj6
n3

6
�nu

(�n= erreur absolue sur un)



Satisfait ou remboursé !



Conclusion
Une analyse d'erreur pénible ?
Essayez les séries génératrices !

I Erreur locale$ erreur globale

I Expressions exactes ou équations

I Séries majorantes

Qui a déjà vu des choses de ce genre ?
Des exemples intéressants ?

Analyse d'erreur algorithmique pour les séries solutions
d'équa. di�. linéaires à coe�. polynomiaux

Récurrences �à rebours� (Miller) ?
Polynômes orthogonaux généraux ?
Schémas d'intégration numérique ?






